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歪像画の射影変換 
－ 円柱アナモルフォーズについて － 
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兵庫県立神戸高等学校 総合理学科２年 

 
 
私たちが毎日のように見る鏡はありのままの姿を映し出す。では、もしその鏡が変形していたら
私たちの目にはどう映るだろうか。だまし絵に興味を持った私たちは、円柱アナモルフォーズを研究
の題材とし、視点を固定した場合の実像と鏡に映る虚像の関係を計算して求めた。 
 

1. はじめに 
1.1. アナモルフォーズとは 
図を射影変換により、識別しがたいほどひどく
変形させた画像である。 その画像は斜めにしたり、
適当な鏡に反射させたりすることでもとの形に再構
成される。 
 

1.2. 概要 
円柱アナモルフォーズは、ゲルト・ディットマ
ースの「デンマーク王フレデリク 3世と王妃ゾフィ
ー・アマリエの肖像」などの作品に使用された手法
だが、この作品の虚像の両端は歪んで見えた。 
 本研究は、歪んだ部分を解消するために、円筒鏡
と視点を座標空間上に固定し、歪めて描いた像（実
像）と鏡に映った像（虚像）の関係式を導き、実像

を描くための扇形状セグメント格子枠を作成した。 
 

2. 検証方法と結果 
2.1. 条件設定 

 検証を進めるにあたり、円筒鏡を座標空間上にお
いて考えた。 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

半径 r（＞0）の円筒鏡の底面の中心を、xy平面上
の原点 Oにくるように置く。そのとき、z軸が円筒
鏡の中心線となる。 
視点を yz平面上の点 E（0, ݁௬, ݁௭）（݁௬ > ,ݎ ݁௭ >0）
とする。 
また、円筒鏡で光が反射する点を点 P、点 Pから
平面に下ろした垂線の足を点 P’とおく。線分 OP’とx軸の正の向きとのなす角のうち劣角を θ、点 Pの z
座標を݌௭（0≦݌௭＜݁௭）とおくと、点 Pは 
 。となる（௭݌ ,ߠ݊݅ݏݎ ,ߠݏ݋ܿݎ）
 直線 EPと xy平面との交点を点 I（s, t, 0）、点 P’
における底面の円の接線に関して点 I と対称な点を
点 R（X,Y, 0）とおく。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 2.2. 点Pと点Rの関係 
点 Iは線分 EPを݁௭：݌௭に外分する点だからݏ =௘೥௥௖௢௦ఏ௘೥ି௣೥ ݐ，   = ି௘೤௣೥ା௘೥௥௦௜௡ఏ௘೥ି௣೥  …① 

図 1 条件設定 

図 2 図 1を xy平面上で見た図 

点 E からから平面に下ろし
た垂線の足を点 E’とおく。∠OE’P1= ଴より△OE’P1におߠ
いて、ߠ݊݅ݏ଴ =  ௬݁/ݎ
点 Pは弧 P1 P2（赤い曲線）
上にあるので ߠ݊݅ݏ ≧  ௬݁/ݎ
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以降 xy平面について考える。 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
⑤に、①を代入して整理すると、ߠと݌௭の値を設
定すれば X, Y の値を求めることができる。しかし、
実際に絵を描くときにߠの値を設定することは難し
い。また、݌௭が一定でߠを変化させたとき虚像は直
線に見えなかった。（計算にはMathematica使用） 
 
2.3. 条件を追設定 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
視点から見える虚像は円筒鏡の表面に映ってい
ると考えていたが、実際は、虚像は図 4の黒太線（P1, P2を通り、xy 平面に垂直な平面）上に映っていた。
図 3では赤い平面上である。この平面を以後、極平
面と呼ぶ。 

視点 Eから見たときに点Rが極平面上の点Dに見
える。  
2.4. 点Dと点Rの関係 
格子枠を作成するにあたり、極平面上に虚像が
映るように設定したときの、点Dと点Rの関係式を
求めることにした。変化させる点Dの座標の値を媒
介変数として表示することとする。ただし、極平面
上の直線は、z軸に平行な直線と x軸に平行な直線
を考えることとする。 
ここで、まず点Dと点Rの関係から式をつくる。 ܺ, ܻをܿߠ݊݅ݏ ,ߠݏ݋を使って表す。 
相似を利用して、ݏとݐを݀௫,݀௭で表す。 ݏ = ௗೣ௘೥ିௗ೥ା௘೥ ，ݐ = ௗ೥௘೤మି௥మ௘೥௘೤(ௗ೥ି௘೥)  …⑦ 
『★と同様』 
⑤に、⑦を代入する。 ܺ = {2(݀௭݁௬ߠݏ݋ܿݎ − ݀௭݁௬ଶܿߠ݊݅ݏߠݏ݋ 
  +2݁௭ݎଶߠ݊݅ݏ − ݁௭݁௬ߠݏ݋ܿݎ) 
  +(1 − ݖ݀)ݕ݁}/{௫݁௬݀௭݀(ߠଶ݊݅ݏ2 − 1□… {(ݖ݁  
 ܻ = {2݁௬ߠ݊݅ݏ(݀௭ݎ − ݁௭ݎ + ݁௭݀௫ܿߠݏ݋) 
  +(1 − ௭݁௬ଶ݀(ߠଶ݊݅ݏ2 + (1 − ଶ} /{݁௬(݀௭ݎ௭݁(ߠଶݏ݋2ܿ − ݁௭)} …□2  。の値を求める ߠ݊݅ݏ，ߠݏ݋ܿ 

図 4 図 3を xy平面で考えた図 

点 P’における接線の方程式は ߠݏ݋ܿݔݎ + ߠ݊݅ݏݕݎ = ߠݏ݋ܿݔ ଶ  r(≠0) よりݎ + ߠ݊݅ݏݕ =  ②… ݎ
整理すると ݕ = − ଵ௧௔௡ఏ ݔ + ௥௦௜௡ఏ 
点 Iを接線②に関して対称移動させると、次
の(ⅰ)(ⅱ)を満たす。 (ⅰ) 点 Iと点 Rの中点が接線②上にある。 (ⅱ) 直線 IRが接線③と垂直だから、 
直線 IRの傾きがߠ݊ܽݐ (ⅰ)において、点 Iと点 Rの中点を点Mとす

ると、点Mは (௫ା௦ଶ , ௬ା௧ଶ ) とおける。 
点Mは接線②上にあるので、 (௫ା௦)௖௢௦ఏଶ + (௬ା௧)௦௜௡ఏଶ = 。が成り立つ ③… ݎ
(ⅱ)において、直線 IRの傾きは ௬ି௧௫ି௦ 
接線②の傾きは− ଵ௧௔௡ఏより 

௬ି௧௫ି௦ =  ⑤…。の連立方程式を解く④ ③ ④… ߠ݊ܽݐ

★ 

図 3 条件を追設定した図 

E：視点(0，݁௬，݁௭)R：実像上の点（X，Y，0） D：見たい点（݀௫， ௥మ௘೤，݀௭） P：光が反射する点 (rcosߠ，rsin݌，ߠ௭） P1，P2：視点を通る円筒鏡の 
接平面と円筒鏡の共有線上の

点 r：円筒鏡の半径 
ただし、 
ඨ1ݎ− − ଶ݁௬ଶݎ ≦ ݀௫ ≦ ඨ1ݎ − ଶ݁௬ଶݎ
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図 5 より点 P’は直線 EDと円 Oの交点のうち、x座
標（ߠݏ݋ܿݎ）が Oに近い方である。 
直線 E’D’の方程式は ݕ = − (௘೤మି௥మ)ௗೣ௘೤ ݔ + ݁௬ …⑧ 
円 Oの方程式は ݔଶ + ଶݕ =  ⑨… ଶݎ
⑧ ⑨の連立方程式を解き、ݔ = ݕ、ߠݏ݋ܿݎ = ߠ݊݅ݏݎ
を代入し、それぞれ r(≠ 0) で割ると ܿߠ݊݅ݏ,ߠݏ݋ の値が求められる。 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 [1] ݀௫ > 0 のとき ߠ݊݅ݏ = ݁௬ ⁄ݎ  
      +൫݁௬ଶ − ଶ൯{−݁௬൫݁௬ଶݎ − ଶ൯ݎ + 
      ට൫݁௬ଶ − ଶ݁௬ଶݎଶ൯൫ݎ − ସݎ − ݀௫ଶ݁௬ଶ൯} 
൫݁௬ଶݎ}/       − ଶ൯ଶݎ + ݀௫ଶ݁௬ଶ} …□3 ߠݏ݋ܿ  = {݀௫݁௬ଶ(݁௬ଶ −  (ଶݎ
      −݀௫݁௬ට൫݁௬ଶ − ଶ݁௬ଶݎଶ൯൫ݎ − ସݎ − ݀௫ଶ݁௬ଶ൯} 

൫݁௬ଶݎ} / − ଶ൯ଶݎ + ݀௫ଶ݁௬ଶ} …□4  

 [2] ݀௫ < 0 のとき ߠ݊݅ݏは□3 と同じ ܿߠݏ݋ = {݀௫݁௬ଶ(݁௬ଶ −  (ଶݎ

 +݀௫݁௬ට൫݁௬ଶ − ଶ݁௬ଶݎଶ൯൫ݎ − ସݎ − ݀௫ଶ݁௬ଶ൯} 
ଶݎ൫ݎ}/    − ݁௬ଶ൯ଶ + ݀௫ଶ݁௬ଶ} …□4 ’ 

□1  □2 に、□3  □4  □4 ’を代入すると、ܺ, ܻはݎ, ݁௬, ݁௭, ݀௫, ݀௭だけで表すことができる。つまり視点
Eを定めて、点 Dの x座標と z座標を設定すること
で点 Rの座標を求めることができる。 
 [3] ݀௫＝0（ߠ = 90°）のとき yz平面上で考える。 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
 P( ߠݏ݋ܿݎ ߠ݊݅ݏݎ , ௭݌ , ) で、 ߠ = 90°  だからP(0, ,ݎ ௭)となる。3点݌ E, P, Iは同一直線上にあり、
直線 PIは yz平面上にある。 
よって、点 Pの z座標を変化させたときの点 Iの
軌跡は y軸上となる。 
従って点 Iを点 Pの接平面(直線 PP’)に関して対称
移動した点 Rの軌跡は ܺ = 0 (ܻ ≧   。となる (ݎ

2.5. 計算した点のプロット Excelで点 Rの値を計算し、AR-CADというソフト
を用いて実際にプロットした。 

 

 

 

3. 点Rの軌跡のグラフ 
〔i〕極平面に、x軸に平行な直線を映すとき x軸に平行な直線は、݀௭を一定にしたときの 
点 Dの集合である。この式にあらかじめ設定し
た、ݎ, ݁௬, ݁௭, ݀௭の値を代入すると、݀௫を媒介変
数とした関数となり、X,Yのグラフが描ける。 

 
〔ii〕極平面に、z軸に平行な直線を映すとき z軸に平行な直線は、݀௫を一定にしたときの 
点 Dの集合である。この式にあらかじめ設定し
た、ݎ, ݁௬, ݁௭, ݀௫の値を代入すると、 ݀௭を媒介変
数とした関数となり、X, Yのグラフが描ける。 
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図 ߠ 6 = 90°のとき 

図 7 極平面上の格子点を 
射影変換して xy平面 
上にプロットした図  ݁௬ = 100, ݁௭ = 50, ݎ = 7.8 

のとき、 0 ≦ ݀௫ ≦ ට1ݎ − ௥మ௘೤మ  の 範
囲を 10 等分する点をプロ

ットした。 
 この線分を 10等分
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ここで݀௭の範囲を求めるために zx 平面における
相似で考える。 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
図 8より 

  ൬ߠ݊݅ݏݎ − ௥మ௘೤൰ : ௭݌ ) − ݀௭) = ൬݁௬ − ௥మ௘೤൰ : (݁௭ − ݀௭) 
これを解き、ߠ݊݅ݏに□3 を代入する。 ݀௭ = ௭݌)} − ݁௭)൫ݎସ + ݀௫ଷ݁௬ଶ൯ + 
    ݁௬൫݁௬ଷ݌௭ − ௭݌ଶݎ2 + ݁௭ݎଶ݁௬൯ − ݁௭݁௬ 
    ට൫݁௬ଶ − ଶ݁௬ଶݎ)ଶ൯ݎ − ସݎ − ݀௫ଶ݁௬ଶ)} 
    /{݁௬ଶ൫݁௬ଶ − ଶ൯ݎ − 
     ݁௬ට൫݁௬ଶ − ଶ݁௬ଶݎଶ൯൫ݎ − ସݎ − ݀௫ଶ݁௬ଶ൯} 
私たちは半径ݎ = 7.8、高さ 20の円筒鏡を考え、
視点の位置を݁௬ = 100, ݁௭ = 50に設定した。円筒鏡
の高さは 20であるため、݌௭の範囲は ௭≦20で݌≧0
あり、݀௭は݌௭=0のとき最小で݌௭=20のとき最大と
なる。 
極平面上に正方格子が見えるように、〔i〕と〔ii〕
のグラフを重ね合わせたものを図9に示した。  

 

 
 
 

4. 結果 
点Dと点Rの関係式より、点Rの軌跡は 
・点Dをx軸に対して平行に動かしたときは曲線 
・点Dをz軸に対して平行に動かしたときは直線 
となる。（図9参照） 
 私たちは、図9の扇形状セグメント格子枠で、極
平面上に正方格子枠の虚像を映すことができた。  
5. 考察 
求めた式から作成した扇形状セグメント格子枠
を円筒鏡に映すと、設定した視点から見ると極平面
上に正方格子枠が映る。 
もし、図9が原点を中心とする同心円状であれば、
設定した視点以外の点から見たときも極平面上に正
方格子枠が映るはずである。 
しかし、図9は原点を中心とする同心円状ではな
いので、設定した視点以外の点から見ると極平面上
の格子枠には歪みが生じる。  
6. 今後の展望 
円柱アナモルフォーズにおいて、視点を設定して

実像と虚像の関係を導き出すことで、扇形状セグメ
ント格子枠を作ることに成功した。同様にして、円
錐アナモルフォーズ等の扇形状セグメント格子枠を
作成したい。  
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図 8 直線 EDを含み、xy平面に垂直な平面 

図9〔i〕では݀௭ = 0,2,4,6,8,10、〔ii〕では݀௫ =േ2, േ4, േ6のときの点Rの軌跡である。 


